Cvideni Matematika II 6 — Implicitni funkce

Pripomenuti teorie

o (O implicitni funkci): Necht G C R™*! je oteviena mnozina. Necht F' : G — R,
Necht zp € R™ a yo € R jsou takové, Ze [z, yo] € G. Necht dale

(i) F e CHG);
(ii) F(zo,y0) = 0;
(i) 3F (z0,50) # 0.
Potom existuje okoli U C R™ bodu xg a okoli V' C R bodu yq takové, ze pro

kazdé = € U existuje pravé jedno y € V takove, ze F(x,y) = 0. PiSeme-li
f(x) =y, pak f € C'(U) a plati

9a; ) = T @ f @) W

Véta vyse nam tedy fik4, ze za danych predpokladi je na néjakém okoli bodu xg
rovnosti F(z, f(z)) = 0 ,implicitné“ definovana funkce f. Derivaci této rovnosti
podle z; jsme pak dostali rovnost (1). Konkrétné pouzitim derivace slozené funkce
dostaneme:

9 OF OF af
= g (P @) = g1 + 5 @ [@) o @) @

J

Z tohoto pak uz snadno plyne rovnost (1).

Je-li F € C?*(G), miZzeme volit okoli U,V tak, aby f € C?*(U) a pocitat parcidlni
derivace vyssich fadi. Prvni moZznost je rovnou zderivovat rovnost (1). Druhou moz-
nosti je zderivovat rovnost (2) a z vysledku si pak vyjadfit hledanou derivaci druhého
fadu. Vétsinou byva lepsi pouzit druhou moznost (nemusime derivovat ,zlomek®).
V nésledujicim ptikladu pouzijeme druhou moznost:

Reseny piiklad
Ukazte, Zze rovnice
2 +y* =3

uréuje na okoli bodu [z, yo] = [2, 1] implicitné zadanou funkci f t¥idy C? a spoctéte

f/(1)a f(1).
Nejprve si uvédomime, Ze F(z,y) = x¥ + y* — 3 je tifdy C? na oteviené mnoziné
G = (0,00) x (0,00) C R2. Spoé¢teme parcialni derivace

OF OF
55 @) = yz¥~ '+ y" logy; 37(96, y) = a¥logz + ay” !
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Tedy mame F'(2,1)=2+1-3=0a BF(Q 1) =140=1# 0. Tedy mame spliteny
predpoklady VOIF a existuje okoli U bodu yy a V' okoli bodu zg, Ze pro kazdé y € U
existuje pravé jedno x = f(y) € V takové, ze F(f(y),y) = 0 a funkce f je t¥idy C?.
Dale plati f(yo) = =, tj. f(1) =

Zbyva spocitat derivace. Nejprve si spoéteme

oF oF
%(xOvyO) = 87(2’1) =1
oF oF

—_— 2,1) =2log2+2
8y (anyO) 8y ( ) 0og 2 +
Zderivujeme rovnost F(f(y),y) = 0 podle y a dostaneme

0=(0)=(F(f(y).y) = (f(y)y +y )~ 3)/ -

=51 (1og() ) + 22 ) e (M52

; log(f(y))> )

Dosadime y = 1 a f(y) = 2 a dostaneme

0=12 (0 Sf(1) + T) +2! (1 : J;/(l) +10g(2)) =2+ (1) + 2log(2).

Tedy f'(1) = —2 — 2log(2). Druhou derivaci spo¢teme opétovnou derivaci rovnice

(x):
2 / 2
0= 4/ (1og<y)f’<y>+f<yy)) +f(y)y<yff(§;)+1og(f(y))> n

+/ (togs"w) + LW LW gy (WL uIUE 2L,

fy) W f)
Dosadime y =1, f(y) =2 a f'(y) = —2 — 21og(2) a dostaneme

2 2
0=1° (O (=2 —21og(2)) + ?) + 2! (1(_2_21(%(2)) + log(2)> +

2
(1) 1 (=2 —21og(2))2 2( 2— 210g2)
o (Lt )

=4+2—6—4log(2) + f"(1) — 2(1 + 21log(2) + log?(2)) — 4 — 4log(2) =
= (1) — 121og(2) — 6 — 21og?(2).

Tedy f”(1) = 6 + 121log(2) + 2log?(2).
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